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Dr. Menny Akka Ginosar ETH Ziirich

Serie 2

Relationen und Méchtigkeit

Hinweis: Die mit einem Stern gekennzeichneten Aufgaben 3 (b) und 9 sind etwas schwieriger, 16sen Sie
zunéchst die anderen Aufgaben. Jeweils 2 Punkte konnen Sie fiir die Aufgaben 1, 3 (a) und 8 bekommen.
Zur Notation: Wir benutzen hier die Schreibweise P(X) fiir die Potenzmenge von X.

1. Bestimmen Sie alle moglichen Aquivalenzrelationen auf der Menge X = {1,2, 3} und die entsprechenden
Partitionen von X.

2. In dieser Aufgabe behaupten wir filschlicherweise, dass jede symmetrische und transitive Relation ~ auf
einer Menge X auch reflexiv ist (d.h. eine Aquivalenzrelation ist). Finden Sie den Fehler in folgendem
,Beweis“:

Sei x € X ein Element. Seiy € X, so dass x ~y. Wegen Symmetrie der Relation gilt also auch y ~ x.
Folglich gilt unter Verwendung der Transitivitit der Relation (x ~y) A (y ~ x) = x ~ x, was zu zeigen
war.

Finden Sie ein Beispiel einer Relation, die symmetrisch und transitiv, aber nicht reflexiv ist.

3. (a) Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der natiirlichen Zahlen N derart, dass
a~(a+T) und a~ (a+10)

fiir alle @ € N gilt. Gilt 1 ~ 2? Wie viele Elemente hat der Quotient N/~7

(b) (Verallgemeinerung von Teil (a)) Seien dj,ds € N zwei positive Zahlen und sei ~ die kleinste

Aquivalenzrelation (beinhaltet also moglichst wenig Relationen) auf der Menge N, so dass
a~ (a+dy) und a~ (a+ds)

fiir alle a € N. Wie viele Elemente hat der Quotient N/~7 Tipp: Googlen Sie Lemma von Bézout.

Tatséchlich sind die Eigenschaften der Reflexivitéit, der Symmetrie und der Transitivitdt einer Relation
vollstdndig unabhéngig voneinander und miissen alle einzeln iiberpriift werden. So ist zum Beispiel
eine symmetrische und transitive Relation nicht automatisch schon reflexiv, siche Aufgabe [2] Fiir jeden
der acht moglichen Félle (keine der drei Eigenschaften ist erfiillt, genau eine oder genau zwei der drei
Eigenschaften sind erfiilllt, oder alle drei Eigenschaften sind erfiillt) kénnen Sie Beispiele angeben, die
diese Unabhingigkeit der drei Eigenschaften einer Aquivalenzrelation zeigen. In der folgenden Aufgabe
behandeln wir drei dieser acht Félle.

4. Finden Sie je ein Beispiel fiir eine Relation auf den natiirlichen Zahlen N, die von den Eigenschaften
einer Aquivalenzrelation

1. nur die Symmetrie,
2. nur die Transitivitét,

3. die Reflexivitdt und die Transitivitét, aber nicht die Symmetrie
erfiillt.
5. Zeigen Sie, dass es eine Bijektion f: N — N\{5} gibt.

6. (a) Zeigen Sie mit Hilfe eines Bildes, dass N x N abzihlbar unendlich ist.
(b) Zeigen Sie, dass N* abziihlbar unendlich ist fiir alle k € N.



10.

Sei (A;)icr eine Familie von Mengen, wobei I eine abzihlbar unendliche Menge ist und jede der Mengen
Aj; abzihlbar unendlich ist. Zeigen Sie, dass (J;.; A; abzéhlbar unendlich ist.

Es bezeichne Py(N) die Menge aller endlichen Teilmengen von N. Ist die Menge Py(N) abzéhlbar?
Tipp: Eine Art dies zu zeigen, ist zu benutzen, dass jede endliche Menge X C N ein Mazimum besitzt,
d.h. es existiert ein Element = € X, sodass n < x fiir alle n € X gilt. Dies werden Sie spéter in der
Analysis-Vorlesung sehen, kénnen Sie aber auch durch Induktion zeigen.

Zeigen Sie |P(N)| = [P(N) x P(N)|. Zeigen Sie dazu zunéchst

(a) [P(N)| < [P(N)\{0}| und

(b) [(PMN)\{0}) x (PN)\{0})| < [P(N x N)|

und folgern Sie dann die Behauptung.

Seien A, B und C Mengen. Dann ist A®? = {f | f: B — A ist eine Funktion}. Zeigen Sie ohne Verwen-
dung von Cantor-Schrider-Bernstein, sondern durch das Finden einer Bijektion, dass

(a) ‘ABUC‘ = ‘AB x A€, falls BNC = (), und

(b) |(AP)C| = |AP*C|. Hierbei ist (A”)¢ die Menge aller Funktionen f: C — AP, sodass fiir jedes

¢ € C das Bild f(c) eine Funktion B — A ist.
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